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RESUMO: Este artigo trata do problema de localizar facilidades da "melhor"
maneira possivel e relne de maneira classificada os mais importantes resul
tados obtidos no campo da analise de localizacao. A intengao que norteia es

te trabalho e, atraves de uma revisao bibliografica, fornecer um guia - para

reas. E apresentada a motivagao dos problemas de localizagao que aqui sao d
vididos em dois gIuUpos: os problemas continuos e os discretos (localizagao
em redes). i

Com maior enfase para o caso discreto sao relacionados os pPrincipais resul
tados no se que refere 3 modelagem, técnicas de solucao empregadas e eficion
cia computacional conseguidas nas ultimas decadas., Especial atencao & dada
‘aos problemas de localizagao de armazéns (warehouse/plant location problems)
devido a sua grande aplicagao em situacges praticas.

L. INTRODUGAO

.0 problema de localizacao diz respeito a achar o "melhor" local para a
igspalagao de alguma coisa. Tal tipo de problema & muito frequente em s;Eui
‘Goes praticas; .como localizar centrais telefonicas numa cidade, subestacoes
em redes de energia elétrica, armazens numa rede de distribuicao , fabricas,
escolas, postos de atendimento publico, etc. Devido 3 grande dimensao e com
plexidadade dos sistemas produtivos modernos a analise matematica para au
xiliar os prchv;os“de tomada de decisao tem se tornado quase um imperativo
POTr causa dos elévados custos envolvidos. Assim, a anilise de localizacgao
ganhou muita importancia dentro da pesquisa operacional e tem recebido mui
tas contribuigoes devido ao esforco de pesquisa a ela dedicado,principalmei

* Este trabalho contou com 0 suporte do CNPq e das Telecomunicag®es Brasileiras S/A - TELEBRAS.
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A preocupagao natematica sobre decisoes de localizacdo é bem antiga.Es
te problema ja aparecla no seculo XV com Cavalierl e posteriormente com Fag
nano, Tedenat, Steiner e Outros {33}. Fermat tambem & considerado o introdu
tor do problema e consta queé Torricelli resolveu-o para o caso de tres pon
tos (achar o ponto cuja soma das distancias a 3 pontos dados e minima). Mas,
contemporaneamente foi Alfred Weber {94} quem formalizou o problema de loca
1izar uma fabrica com O objetivo de minimizar os custos de transporte em re
lagao a tres pontos, dois fornecedores e um Outro de consumo. Desde entao
muito se tem publicado no assunto, como pode ser atestado, por exemplo,pelo
artigo de Francis e Goldstein {28} que relaciona 226 trabalhos numa tentati
va de dar uma bibliografia relativa ao assunto. Outros artigos tipo “survey'
foram feitos, como O exaustivo (273 paginas) trabalho de Lea {60}, ou Eilon
et al. {20}, cap.2, Revelle et al. {80}, Scott {83}, Galvao {33}, e Franca
{29} . Na mesma linha ha trabalhos que procuram discutir uma classe particu
lar de problemas como em McGinnis {71} que analisa e comparaos problemas de
localizacao que usam a tecnica de solucao MIP (mixed-integer programming)ou
ainda E1-Shaieb {24} que se ocupa so do problema de Weber simples.

Um problema de localizagao pode ser motivado de duas maneiras em rela
cao ao objetivo a alcangar. A primeira quando quer-se tomar uma decisao de
localizagao, procurando-se minimizar custos, por exemplo,de transportar mer
cadorias entre pontos de uma rede, custos de construir instalagoes na rede,
ou ainda custos de armazenagem. Uma outra maneira se apresenta quando Qs cus
tos ou beneficios sao dificeis de quantificar e entao procuram-se tomar de
cisces de localizar baseado em criterios de distancia ou tempo minimo. Os
criterios de minimizacao de custos aparecem frequentemente em problemas que
afetam o setor privado, como construcao de fabricas, armazens, entrepostos,
onde os criterios de minimizagao de custos ou maximizagao de lucros sao 1im
perativos. Outros criterios que procuram retratar a maximizacao de alguma u
trilidade s3o mais comuns nNosS problemas que afetam o seto: publico {70} ,como
localizar escolas, hospitais, servigos publicos, bombeliros, etc.

A motivagao de um problema de localizacao pode ainda ser visualizada
quando consideramos, PpoOT exemplo, O caso de localizar armazens numa rede de
distribuicao, onde intervem custos de armazenagem do produto,custosde trans
porte e’ custos de construgao -dos armazens. E intuitivo que quanto maior O
numero de armazens ‘na rede, menores OS custos de distribuicao e maiores OS
custos de construgao e armazenagem. Na procura de uma solugao de compromisso,
encontra-se o numero ideal de Jrmazéns e sua localizagao. A Fig.l mostra is
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onde N denota s6 os ngs da rede e P compreende os ngs Ou pontos nos arcos ;
D € 0 nimero de centros a loca’ r e § a distancia critica, ou seja, a ma
xima distancia permitida entre -entro de demanda e o ponto de servigo
mais proximo. 0 simbolo 87! e usado Para o problema inverso, ou seja, deter
minar o minimo numero de pontos de servico de modo que todos os centros de
demanda fiquem a umg distancia de pelo menos ¢, de no minimo um ponto de ser
vico. T significa estarmos lidando com arvores; G caso contrario. Um proble
ma seria entao definido como, por exemplo, P/N/P/G, alias, o mais classico
dos problemas minimax. Deve-ge ressaltar que o problema acima,assim como to
dos os demais onde 0S pontos de servigo podem ser localizados em quaisquer
locais da rede (ngs e arcos), o espago de solugoes nio & discreto mas sip
0 continuo de pontos do grafo, Porem, manteremos tais casosg dentro da clasg
sificacao dos problemas discretos, por simplicidade.

O problema N/N/1/g foi introduzido e resolvido por Hakimi {43} e sua ge
neralizacao para b centros, N/N/p/G, foi tratada por Toregas et al.{91}. Eq
Hakimi {43} tambem & introduzido e solucionado o problema P/N/1/G e a gene
ralizacao para P/P/1/G foi feita por Frank {32}. & variedade P/N/1/G,tambenm
chamado do problema dos brcentros, foi proposta por Hakimi {44} ¢ soluciona
do por Minieka {73}, Christofides e Viola {12}, Handler {48} e Garfinkel et
al.{34}, entre outros. Em Handler {48} tambam sao vistos os problemas P/p/
p/G e N/P/p/G. 0s algoritmos desenvolvidos nos trabalhos acima baseiam - se
na solucao sucessiva de uma serie de problemas de recobrimento.Porém, no ca
so de érvoresg algoritmos fundamentados na.teoria de grafos mostram-se maig
eficientes, como mostrado em Handler {49} Para o caso de um Gnico centro,em

do p> 2. Outros resultados que tratam com localizagaes em arvores foram con
seguidos por Dearing e Francis {16}, Goldman {40} e Halfin {47},

Ha uma variante aos problemas minimax que trabalham com distancias fy
clidianas ou retilineas. Nesses casosg quer-se instalar, por exemplo,N novas
facilidades entre N ja existentes com o objetivo de minimizar a maxima dis
tancia Euclidiana ponderada entre todos os pontos de servico. Um exemplo de
aplicagao desses problemas e quando ge deseja instalar um certo numero de
radares para cobrir o trafego de determinadosg deroportos. Cada radar preci
S@ estar o mais proximo de algum aeroporto para controlar seu trafepo e per
to o suficiente de Outro radar para que se tenha uma rede integrada de rada
res. Dearing e Francig {17}, Love et al. {63}, Wesolowsky {98}, Morris {757,
¢ Elzinga et al. {27} sio alguns dos trabalhos nessg linha. Em geral os me
todos usados sao de pProgramagao nao-linear (teoria de dualidade {27} e pena
lidade {63} ou Programacao linear {98},{75}). -

3.2 - PROBLEMAS MINISOMA DE LOCALIZAQ&O

Dentro do contexto de fluxos em redes, Baumol e Wolfe {5} foram 0s pri
meiros a formularem um problema de localizacao onde o objetivo era minimi
Zar a soma total dos custos envolvidos. Este trabalho criou o problema co
nhecido como o problema de localizagio de armazens (PLA) - ("plant", "ware—
house" oy "facility location problem") onde concentrou-se grande parte do
esforgo da analise de localizacoes.

Dentre as mGltiplas variagaes de formulacao que esse problema sofreu,
a introduzida por Hakimi {43}, {44} foi particularmente importante pela aten
§ao que despertou e pelo desenvolvimento que apresentou posteriormente. Tra
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Love {98}, Cabot et al. {11}, Pritsker & Ghare {77}, Sherali e Shetty {85}
que se utilizam de tecnicas primais e duais. Os dois Jltimos levam em conta
2 existencia de fluxos entre pontos-e satisfagao de demandas dos consumido
res.

Algumas extensoes aos problemas continuos de 1oca1izag§o foram realiza
das. Watson—-Gandy e Eilon {93} estudaram o caso de fungaes—custo desconﬁi
nuas. Em Drezner € Wesolowsky {18} e considerada a generalizagao de se loca
lizar um ponto numa esfera usando diversas normas. 0 interessante trabalho
de McGinnis e White {72} funde sob © enfoque multicriterio as formulagoes
classicas de minisoma & minimax, que sao discutidas na secao  3- Usando ©
conceito de restrigao de risco, Seppala {84} desenvolveu um algoritmo para
o0 caso em que as ponderagaes na distancia sao varisveis aleatorias. Cooper

{14} rambem considera o €as0 estocastico.

3. PROBLEMAS DE LOCALIZAQKO DISCRETOS

0s problemas discretos supoem implicitamente @ existencia de uma rede pa
ra selecionar locais, porisso eles tambem sao chamados de problemas de loca
lizagéo em redes: Verifica-se rambem que esSes problemas que tem recebido
major atengao e desenvolvimento.

0s problemas de localizagao discretos s20 caracterizados fundamentalmen
te por:

a. um espago de solugoes que consiste dos pontos de uma rede ( podendo
ser mos ou pontos nos arcos) .

b. uma distancia medida a0 Jongo da rede, PoOT exemplo:-
o 13 « - - o .
d.. = comprimento do caminho minimo entre os nos 1 e J-
1]
De acordo com a natureza da fungao objetivdi os problemas discretos seé
dividem em dois grupos:

% quando 0S8 pontos de servigo a serem 1ocalizados tem um carater de aten

dimento de emergencia, COMO hospitais ou bombeiros, etc., © objetivg

mais racional @ procurar localiza-los de modo 2 minimizar a maior dis
tancia que separa um ponto de demanda da rede do pontode servico mais
proximo. Nesse caso tratamos OS problemas minimax.

*

quando procura~se localizar armazens, centrais telefonicas, fabricas,
escolas, etc., uma fungao objetivo mais apropriada ¢ minimizar 2 dis
tancia total a ser percorrida para a satisfagao da demanda. Sao oS
problemas minisoma. Estudaremos resumidamente alguns resultados alcan
cados em minimax e mais extensivamente em minisoma.

1

3.1 - PROBLEMAS MINIMAX DE LOCALIZAGAO

Ha uma grande variedade de problemas minimax. Handler {48} propos uma
classificagéo para distinguir oS diferentes modelos, composta de & caracte
res: N
- conjunto dos locais possiveis para jocalizar: N ou P.
- cgnjunto dos pontos de demanda: N ou P. ) _1
— pumero de centros & localizar ou maxima distancia: p ou S ( respec
tivamente) - N
- tipo da rede: T ou G.



onde Ej = fator que pondera o consumidor j

d.. = distancia entre fabrica j € consumidor j, definida por (1) ou (2).
1]
I se o consumidor j e servido pela fabrica 1

z,. =
SN -,

€aso conrario

Na ausencia de restrigoes, tomam-se derivadas Parciais para a obtencgao
da solugao otima:.

=

2. 50y =0, 1m0,
g 1T

28 _ 7 25 £y )/, =0 | i<1,2,...,n
Byi j=1 13 TiVi 7 i3

A solugao dag equagoes acima fornece

- m m

x, = .f (zij Ej Xj/dij)/(.§ 23 ; gj/dij) » i=1,2,... 4
j=1 , 1=1

yi _jfl (ZIJ gJ Yj/d )/( El zlJ gJ/d ) s 1:1,2’ n

Essas €quacoes podem ser resolvidas iteratiVamente. Sejak um indjce que
indica a iteragao. Entao,

«+1 W K m
ylf L = 7 (z.. £ x/d)/ X (z E/dk ) 1=1,2, >l
i j=1 1] j=1 13 73'%4
m m
+ k k
it D Gl ey O T N N S AT
t k=1 13 ] j=1 J 1]
O procedimento termina quando (xli(+1 - x?) e (yli(+l - y?) forem desprezi

veis,

€aso que n=1, (veja, €-8., Kuhn e Kuenne {58} e El-Shaieb {24}) pois a fup
950 f() & convexa. No cago geral, (n>>1), dpenas e garantido um  otimo LE
cal. Ostresh {76} discute g3 convergencia desses metodos iterativos para o
Problema de Weber, Em {24} & sugerido o uso de metodos de busca parg solu
cao do caso (n=1) e & Telatada umg eXperiencia usando og metodos de Fibonac

te caso tambop sem alcangar muito Sucesso. Ha up conjunto de trabalhos que

Procuram tratar o problema gera] (n>1) sob o enfoque de Programagao linear,
Entre outros, s3o conhecidos,os.trabalhos de Juel e Love {53}, Wesolowski e
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Alguns artigos discutem objetivos a serem alcangados e tragam orienta
goes metodologicas para a escolha de modelos, funcoes objetivos e tecnicas
para diferentes problemas de localizagao. Entre outros destacam-se os traba
lhos de Geoffrion {361}, Rand {78}, Revelle et al. {80} e Beattie {6}.

Nas duas proximas secgoes sera feito um esforgo analiticono sentido de
classificar os‘problemasde localizagao.Deve-se entretanto ressalvar que nao
se pode enquadrar todos os problemas e modelos nessa classificagao ou qual
quer outra, devido a existencia de problemas combinados que escapam a qual
quer rigidez que se queira impor 3 analise. Porem, num sentido amplo,ha con
senso sobre uma divisao dos problemas de localizagao em duas grandes catego
rias: os problemas continuos e 0S8 discretos. Esta divisao arpesenta-se tam
bem com outros NOmes, guardando porem a sua essencia. Reconhecem—se, Por &
xemplo, os problemas de localizagcao no plano e em redes {80} ou ainda como

e ———

problemas de localizacao com espago infinito de solugoes e eSpago finito de
Solugaes {33}.

2. PROBLEMAS DE LOCALIZACAO CONTINUOS
Os problemas continuos caracterizam-se:

a. por procurar 1ocalizar pontos de servigos ("facilities') num espaco
infinito de solugoes (no plano, por exemplo) e nao se restringe aos
nos e arcos de uma rede.

b. por usar uma medida de distancia de acordo com uma metrica particu
lar.

[R ~ - ‘ T

A utilizacao de uma certa metrica serve para subdividir os problemas
- . . -~ o . .

continuos. Assim reconhecem—se 0S8 problemas com distancia Euclidiana e OS

problemas com distancia retilinea. Usando metrica Euclidiana define-se dis
tancia como:

a2, = (x, - %)%+ .-y 1
e T A (1)
onde d.j - distancia entre pontos i e j

i
(Xi’yi) = coordenadas no ponto i, num sistema retangular

Nos problemas com distancia retilinea (metrica das cidades), define-se:

d.. = |x. - %.| * .-y 2
(= 1% 7ol ly; - ;] | 2

Como ja dito, foi A.Weber no comeco do seculo quem examinou O problema
de localizar uma fabrica para atender um mercado e dois fornecedores de ma
teria prima. Posteriormente, O problema de Weber foi generalizado para achar
um ponto cuja soma das distancias ponderadas a m pontos dados no plano seja
minima.

Este dificil problema foi solucionado, com metrica Euclidiana , pela
primeira vez por Weiszfeld {95} em 1937, que usou um procedimento iterativo
ainda hoje considerado um excelente algoritmo. Os trabalhos mais recentes de
Kuhn e Kuenne {58} e Cooper {13} redescobriram este procedimento ao estender
‘0 problema para & localizacao de n pontos no plano (fabricas) para atender
a m pontos dados (consumidores). Quer-se, entao, formalmente

_ n m
minimizar £ = L X z.. E.d.. .
i=1 j=1 1] 73 1]



Love {98}, Cabot et al. {11}, Pritsker e Ghare {77}, Sheralj e Shetty {85}
que se utilizam de técnicas Primais e duajs. Os dois ultimos levan em conta
a existencia de fluxos entre pontos e satisfagao de demandas dog consumido

Algumas extensges a0s problemas continuos de localizacdo foram realiza
das. Watson-Gandy e Eilon {93} estudaram o caso de fungoes-custo desconﬁi
nuas. Em Drezner e Wesolowsky {18} & considerada a generalizacao de se loca
lizar um ponto numa esfera usando diversas normas. 0 interessante trabalho
de McGinnis e White {72} fupde sob o enfoque multicriterio as formulacoes
classicas de minisoma e minimax, que s3o discutidas na se¢ao 3, Usando o
conceito de restricao de risco, Seppala {84} desenvolveu um algoritmo para
0 caso em que as ponderagoes na distancig sao variaveis aleatgrias, Cooper
{14} tamben considera o caso estocastico.

3. PROBLEMAS DE LOCALIZACAO DISCRETOS

Os problemas discretos supaem-implicitamente a exis ;encia de uma rede pa
ra selecionar locais, porisso eles tambem sio chamados 1e problemas de loca
lizagao em redes. Verifica-se tambem que esses problemzs que ten recebido
maior atencao e desenvolvimento.

4. um espago de solugoes que consiste dos pontos de uma rede { podendo
Ser nos oy pPontos nos arcos

b. uma distancia medida ao longo da rede, por exemplo:

d.. = comprimento do' caminho minimo entre os nos i e i.
ij .

De acordo com g natureza da funcao objetivo, os problemas discretos se
dividem em dois grupos:

* quando os pontos de servico a sereq localizados tém um carater de aten
dimento de emerggncia, como hospitais ou bombeiros, etc., o objetivo
mais racional & procurar localiza-los de modo a minimizar a maior dis
tancia que separa um ponto de demanda da rede do pontode servi¢co mais
Proximo. Nesse €aso tratamos os problemas minimax,

* quando procura-se localizar armazens, centrais telefanicas, fébricas,
escolas, etc., uma funcao objetivo maisg apropriada e minimizar g dis
tancia total 4 ser percorrida para a satisfacao da demanda, Sao  os
problemas minisoma. Estudaremosg resumidamente alguns resultados alcan
Gados em minimax e mais extensivamente em minisoma,

3.1 - PROBLEMAS MINIMAX DE LOCALIZACAO

Ha uma grande variedade de pProblemas minimax, Handler {48} Propos uma

fclassificagao para distinguir os diferentes modelos, composta de 4 caracte

T conjunto dos locaig possiveis para localizar: N ou p,

= conjunto dos pontos de demanda: N oy P.

- numero de centros a localizar oy maxima distancia: p ou § ( respec
tivamente), N

- tipo da rede: T ou G.



onde N denota so os nos da rede e P compreende 0s nOs Ou poONtos nos arcos ;
p e o numero de centros a localizar e & a distancia critica, ou seja, a ma
xima distancia permitida entre um centro de demanda e o ponto de servigo
mais proximo. O sTmbolo &6~ ! e usado para o problema inverso, ou seja, deter
minar o minimo numero de pontos de servico de modo que todos os centros de
demanda fiquem a uma distancia de pelo menos §, de mo minimo um ponto de ser
vico. T significa estarmos 1idando com arvores; G caso contrario. Um proble
ma seria entao definido como, PpoT exemplo, P/N/P/G, alias, o mais classico
dos problemas minimax. Deve-se ressaltar que o problema acima,assim como toO
dos os demais onde os pontos de servigo podem ser localizados em quaisquer
locais da rede (nos e arcos), O espago de solugbes nao ¢ discreto mas sim
o continuo de pontos do grafo. Porem, manteremos tais casos dentro da clas
sificagao dos problemas discretos, por simplicidade.

0 problema N/N/1/G foi introduzido e resolvido por Hakimi {43} e sua ge
neralizacao para p Centros, N/N/p/G, foi tratada por Toregas et al1.{91}. Em
Hakimi {43} tambem ¢ introduzido e solucionado o problema P/N/1/G e a gene
ralizagao para P/P/1/G foi feita por Frank {32}. A variedade P/N/1/G,tambem
chamado do problema dos p-centros, foi proposta por Hakimi {44} e soluciona
do por Minieka {73}, Christofides e Viola {12}, Handler {48} e Garfinkel et
al.{34}, entre outros. Em Handler {48} tambem sao vistos os problemas pP/P/
p/G e N/P/p/G. Os algoritmos desenvolvidos nos trabalhos acima baseiam - se
na solucao sucessiva de uma serie de problemas de_recobrimento.Porém, no ca
so de arvores, algoritmos fundamentados na teoria de grafos mostram=se mais
eficientes, como mostrado em Handler {49} para o caso de um unico centro,em
Handler {50} para o caso de p=2 (P/P/2/G e P/N/2/G) e Hakimi et al.{&44}quan
do p> 2. Olitros resultados que tratam com Jocalizagoes em arvores foram con
seguidos por Dearing e Francis {16}, Goldman {40} e Halfin {47},

Ha uma variante aos problemas minimax que trabalham com distancias Eu
clidianas ou retilineas. Nesses casos quer—se instalar, por exemplo,N novas
facilidades entre N ja existentes com O objetivo de minimizar a maxima dis
tancia Fuclidiana ponderada entre todos os pontos de servigo. Um exemplo de
aplicagao desses problemas e quando se deseja instalar um certo DUMEro de
radares para cobrir o trafego de determinados aeropoftos. Cada radar preci
sa estar o mais proximo de algum aeroporto para controlar seu trafego e peg
to o suficiente de outro radar para que Se tenha uma rede integrada de rada
res. Dearing e Francis {17}, Love et al. {63}, Wesolowsky {98}, Morris {757,
e Elzinga et al. {27} sao alguns dos trabalhos nessa linha. Em geral os me
todos usados sao de programacao nao-linear (teoria de dualidade {27} e pena
lidade {63} ou programagao linear {987,{75}).

3.2 - PROBLEMAS MINISOMA DE LOCALIZAGAO

Dentro do contexto de fluxos em redes, Baumol e Wolfe {5} foram os pri
meiros a formularem um problema de localizagao onde o objetivo era minimi
zar a soma total dos custos envolvidos. Este trabalho criou o problema co
ahecido como o problema de localizacao de armazens (PLA) - ('plant". "ware-
house'' ou ''facility location problem') onde concentrou=se grande parte do
esforco da analise de localizagoes. '

Dentre as multiplas variacoes de formulagao que esse problema sofreu,
a introduzida por Hakimi {43},{44} foi particularmente importante pela aten:
cao que despertou e pelo desenvolvimento que apresentou posteriormente. Tra
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ta-se do problema das p-medianas ou p~centros*. Esta formulacao nao traba
lha com os. fluxos das mercadorias, e ao contrario do PLA, inclui como possz
vels pontos de localizacao toda a rede considerada, ou seja, nos e arcos.Nos
Ocuparemos brevemente dog problemas das p-medianas e a seguir sera feito um
levantamento do estado atual de desenvolvimento dos PLA.

3.2.1 - Problema das p-medianas

O problema das p-medianas & um problema de localizacgao minisoma  que
procura localizar um certo numero (p) de pontos de servigo numa rede, tal que
2 soma das minimas distancias de cada n6 da rede ao mais proximo ponto  de
servigo seja minimizada.

Seja um grafo conexo, nao ordenado, G=(N,A) onde N e o conjunto dos k
nos e A o de arcos. Define-se um ponto do grafo G, a qualquer ponto situado
sobre G, sendo um nd ou nao. 0 comprimento do caminho minimo entre dois pon
tos x e y e definido por d(x,y), a distancia entre x e y. Seja Xp={x1,%,,..
...,Xp} um conjunto de P pontos que devem ser localizados em G e define - se
para cada 1<€i< k

d(ni,Xp) = min {d(ni,xl) » dlng,x) .., d(ni,xp)} ,

que e a minima distancia de nj a0 mais proximo ponto de Xp.Se w(ni);d(ni,Xp)
e o custo de satisfazer a demanda do no n; entao

k

f(Xb) = ifl W(ni)-d(ni,Xp)

e o custo de satisfazer todas as demandas, assumindo que Os p pontos de ser
vigo estao localizados em G, correspondem a Xp e que nao existem restricoes
N0s seus tamanhos. Os locais otimos de instalagao correspondem aos pontos
X; em G tal que ' ‘

£(X*) < £(X ) para todo X em G.
p P P

Esse e um problema muito complexo para resolver. A fim de mostrar os
resultados teoricos que permitem soluciona-los, vamos simplificar a formula
cao. Suponha o caso onde k=1. Deve-se -achar, entao, um ponto y* em Gtal que
£(y*) < f(y), para todo y em G. Goldstein PLOVOU que no caso de G ser uma
arvore, y* estara sempre sobre um no. Hakimi {43} generalizou este resulta
do para G, ao provar o teorema abaixo. ' B

Teorema 1 - Ha pelo menos um no de G = (N,A) para o qual f(n) f(y) para
qualquer y em G.

Postefiormente, Hakimi {44} generalizou o teorema 1 para o caso de k =
=p>l.

Teorema 2 - Ha pelo menos um subconjunto Xp C N contendo p n5s,(wta1 que
fSXp)< f(Yp) para qualquer conjunto Yp de p pontos,situados em
Nnos ou arcos de G, : .

* Em geral, o problema dos p-centros e identificado como' um problema ‘mini
max, ficando a denominagao p-medianag Para os problemas minisoma, mas e -
se rigor nem sempre e observado pelos autores. B
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0 importante resultado desses teoremas diz, em outras palavras, que a
procura das solucoes otimas do problema dos p-medianas pode ficar restrita
aos nos da rede.

Esses resultados foram ainda ampliados por Levy {62} que provou serem
validos os teoremas 1 e 2 no caso de custos concavos e por Goldman {41} que
mostrou tambem a aplicacao dos teoremas 1 e 2 no caso de um no ser ponto de
demanda e/ou de oferta. Hakimi e Maheshwari {45} e Wendell e Hurter {96}pro
varam a validade dos teoremas mesmo quando estao presentes restrigoes de CE
pacidade nos arco$ e mesmo restrigoes de tamanho dos centros, desde que se
permita localizar mais de um centro num no.

Quanto ans metodos de solugao para o problemadas p-medianas distinguem
-se: - v
*algoritmos heiristicos; Maranzana {67}, Teitz e Bart {90}.

*%algoritmos de separacao e avaliagao (branch-and-bound).

Entre ‘outros, citam-se os trabalhos de El-Shaieb {25} e Jdrvinem et al.

{51}.
*%algoritmos baseados na programagao linear.

Um enfoque e formular o problema como programagao inteira e soluciona-lo por
relaxagao. Os problemas relaxados sao de programagao ‘linear e algoritmos fo
ram desenvolvidos por Revelle e Swain {81} Garfinkel et al. {35}.0 enfoque
de Marsten {70} usa dualidade e programagao parametrica para propor um inte
ressante algoritmo. Para uma discussao aprofundada de modelos e metodos do
problema das p-medianas, veja o trabalho de Galvao .{33}.

3.2.2 - Problema de Localizagao de Armazens (PLA)

Foram os problemas de locallzagao de armazens que ha vinte anos atras
deram inicio ao rapido desenvolvimento conLeﬂporaﬂeo da analise de localiza
coes. O problema, que parece ter sido proposto inicialmente por BaumoleaWol
fe {5}, teve sua formulagao inspirada no classico problema de transporte da
programacao linear. Apesar de na formulagao orlglnal 0s autores tratarem es
pec1f1camente do caso de 1ocallzagao de armazens, o problema estendeu se pa
ra localizacao de fabricas e depois, mais genericamente, para "facilidades"

O problema pode ser encarado como encontrar locais otimos para instala
gao de armazens (fabricas, etc) dentro um numero finito de locais candidg
tos e de modo a satisfazer a demanda de centros consumidores, procurando mi
nimizar os custos envolvidos (transporte, estocagem, operagao, construgao ,
etc). '

0 que caracteriza fundamentalmente os PLA sao o tipo de sua fungao ob
jetivo e a presenga ou nao de restricoes de capacidade. Em geral os proble
mas supaem funcao objetivo 11near (custos de transporte) com custo fixo de
1nsta1a0ao Esses modelos serao analisados na prox1ma seccao. 0 caso de fun
goes nao-lineares (custos concavos ou lineares por partes) sao estudados na
secgao 5.4. Os PLA sofrem outras caracterlaagoes, como a presenga ou nao
de centros intermediarios (secgao  5.2), se e considerado um so produto ou
varios (secgao 5.2) e ainda se a demanda ¢ sazonal (secgao 5.3) ou en
tao se ela e estocastica (secgao  5.1). '

4. PRINCIPAIS MODELOS E TECNICAS DE SOLUGAO DOS PLA
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Em relagao ao modelamento, distinguem-se duas formulagoes gerais,os mo
delos com capacidade ilimitada e os com capacidade restrita. Em relagao as
tecnicas usadas na solugao dos problemas reconhecem-se tres grupos:

métodos heurIsticos
algoritmos de separacao e avallagao
enfoque de programagao mista e decomposigao.

%%

o

4.1 - METODOS HEURISTICOS

A preocupagao de se desenvolver metodos heuristicos para resolver os
PLA se devea,dlflculdadecomputaC1onal inerente a resolver de maneira otima
{exata) tais problemas. Os algorltmos heuristicos contentam-se com solugoes
boas (nao-otimas) e sua utlllzagao precisa ser precedlda de uma analise do
que se quer retirar dos resultados da otimizacao do sistema.Em alguns casos
praticos, a utlllzagao de tais metodos impossibilita respostas a perguntas
importantes, como analise de sensibilidade, prioridades de 1mp1ementagao
etc {36}. Alem disso, o aparecimento de metodos exatos de otlmlzagao,podero
sos e eficientes, permlte resolver mesmo problemas de _grandes dimensoes sem
necessidade de langar mao de heuristicas. Uma exposicao da filosofia do en
foque heuristico & encontrada em Kuehn e Hamburger {57}.

Um significante esforgo, porem, foi dedicado aos algoritmos heuristi
cos. Um dos primeiros algoritmos bem sucedidos foi o de Kuehn e Hamburger
{57}. Eles dividem sua heurIstica em duas partes: Na primeira, um programa
principal localiza armazens, um de cada vez, até que nenhum mais possa ser
colocado na rede sem que aumente o custo total. Depois, uma outra rotina
tenta modificar a solugao do programa principal, trocando ou tirando arma
zens de modo a melhorar a solugao atual. Feldman et al. {28} propuseram uma
heuristica semelhante, e con51deram economias de escala, assim como o traba
lho de Manne {66}. Outros metodos heuristicos foram propostos por Sa {82}
Marks e Liebman {69}. O ja citado pioneiro trabalho de Baumol e Wolfe {5} su
gere um algorltmo heurlstlco para encontrar boas solugoes de um problema
com fungao objeto concava (custo de armazenagem concavo) e restricoes sobre
a capac1dade dos armazens. Trabalhos aplicados ou estudo de casos sugerem
heuristicas apropriadas (e.g. Burstall et al. {10}, Lawrence e Pengilly{59},
Monterosso {74}, e Silva e Lins {86}.

4.2 - ALGORITMOS DE SEPARACAO E AVALTAGAO - (BRANCH-AND-BOUND)

A tecnica de separagao e avaliaggo, em geral, se aplica bem aos mode
los mais simples dos PLA, ou seja, modelos com um unico produto, custos 11
neares de transporte e operagao e um unico estagio de dlstrlbu1gao (fabrlca
-armazem ou armazem—consumldor) Aqui so relataremos os principais algorit
mos propostos em separagao e avaliacao espec1f1camente enderegados a esses
problemas mals simples, visto que os problemas com varios prodiutos e dois
estagios sao analisados em' 5.2 e os custos nao-lineares em  5.4.

0 prlmelro algoritmo exato proposto para resolver o PLA foi o de sepa
ragao e avallagao de Efroymson e Ray {19}. O modelo deles e sem restrigao
de capacidade e e a generallzagao de um modelo mais simples devido a Balins
ky {3}. O problema formulado e

v m n - m

minimizar z = X I c.. X..+ L k.z.

1=1 j=1 i=
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sujeito a X x..=1 , j=1,2,...,0n ,

. ij ii
J€Pi J
, z.=0,1
i
onde c.. = t.. . D.
i ij ]
i3 = custo unitario de transporte .do armazem i ao consumidor j
Dj = demanda do consumidor ]
k. = custo fixo de instalagao do armazem i
i
z, = 1 se o armazem for instalado em i; O caso contrario
x.j = fragao da demanda do consumidor j que e suprida pelo armazem i
1 .

- - 13 o -
m = numero de possiveis locais dos armazens

n = numero de centros consumidores

Pi = conjunto de consumidores que sao supridos pelo armazem i
n; = numero de elementos de P,

‘ i
N. = conjunto de armazens que podem suprir o consumidor j

J ! ’

A eficiencia do enfoque de Efroymsone Ray esta baseada na solugao ime
diata do problema de programagao linear que resulta da fixacao do vetor de
‘localizagoes z. Uma experiencia computacional relatada com um problema  de
50 armazens (59 variaveis 0-1) e 200 pontos de consumo, consumiu cercade 10
minutos de CPU (IBM 7094). O algoritmo pode ser estendido para fungoes cus
to lineares por partes. Spielberg {88} discute o mesmo problema e sugere me
lhorias para aumentar a eficiencia computacional do algoritmo, alem de in
corporar ao modelo algumas restrigoes adicionais, como orgamento disponivel.
Muitos outros algoritmos foram desenvolvidos para o PLA sem restricoes de ca
pacidade*, mas o de Khumawala {55} parece ser o melhor ponto de vista de e
ficiéncia e flexibilidade.

0 chamado PLA capacitado considera que 0s armazens tem uma capacidade
limitada de armazenamento (ou as fabricas tem uma limitada capacidade de pro
ducao) e varios algoritmos de separagao e avaliagao'foram propostos para re
solve-los. Uma possivel formulagao e

minimizar z X c. . X, . + X k.z_l
1€ jed J J i€l
sujeito a X x .<€S.z. , 1iel= {1,2,...,m} ,
. ij i1
jed
y x.. =D, , jeJ={1,2,...,n}
iel tJ J

J-

* veja Balinslye Spielberg {4}
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z, = 0,1 , iel

onde X5 = fluxo de produto entre i e j
i 0 se o armazem i e instalado ; 0 caso contrario
c;j = custo unitario de transporte
Dj = demanda do coensumidor h|
;= capacidade do armazem i
ki = custo fixo associado de instalagao (operacao) do armazem i

Dentre os varios algoritmos propostos citam-se os de Davis e Ray {15},
Ellwein e Gray {22}, Ellwein {21}, sa {82}. 0s dois Gltimos sao comparados
com o algoritmo desenvolvido por Akinc e Khumawala {1} que se mostrou bem
mais eficiente numa série de 12 problemas de dimensces variadas. Nesta mes
ma de modelos, Geoffrion e McBride {38} desenvolveram um algoritmo capaz de
tratar varias restrigoes adicionais, como limitantes inferiores e superiores
na capacidade dos armazéns, restrigoes adicionais sobre as variaveis de flu
X0 e de localizagao e podem restringir a satisfagao da demanda de um consu
midor atraves de um Unico armazem. Eles relatam gue um problema medio(25 ar
mazens e 100 consumidores) pode ser resolvido em aproximadamente 1 minuto de
CPU (IBM 360/91).

4.3 - ENFOQUE DE PROGRAMAGAO MISTA E DECOMPOSICAQ

Umn PLA pode ser encarado como um problema de programagao mista - MIP -
(contem variaveis reais e inteiras). O desenvolvimento de tecnicas eficien
tes em programacao inteira, em conjunto com o aparecimento da tecnica -de se
paragao e avaliagao, criou condigoes de se desenvolverem sistemas de progrg

cidos sao o UMPIRE da UNIVAC, o MPSX-MIP para os 360 a 370 da IBM e Ophelie
Mixed da CDC. Todos eles usam algoritmos de separacgao e avaliagao.Esses sis
temas permitem tratar de maneira o6tima versGes bastante sofisticadas do PLA,
como fungoes custo linear POT partes, restricoes sobre capacidade e outras
restrigoes sobre variaveis reais e inteiras, permitindo ainda muita flexibj
lidade na tratamento do problema. A mais seria limitagao no uso desses paco
tes se encontra no tamanho possivel dos problemas tratados e na eficiencia
computacional {36}. No caso do tempo de maquina disponivel ser um fator 1i
mitado e desde que os erros de calculo acumulados nao comprometam o resulta
do, esses pacotes se destinam mais a subotimizagoes. Alem disso, so i)roblg
mas de pequeno ou medio porte podem ser tratados.

Uma outra categoria de pacotes de otimizagao & constituidapor sistemas
especialmente desenvolvidos para os problemas de distribuicao e localizacao.
Os sistemas Poligami para o CDC 6600 e Capflo permitem que os modelos incor
porem relativa flexibilidade, como, um unico produto, dois estagios de dis
tribuigao, restricGes na capacidade dos armazens, fungbes custo com econo
nias de escala (lineares por partes). Poligami trabalha dentro de um enfoque
convencional de separacao e avaliagao que resolve um problema de fluxo em re

des pelo metodo "out-of-kilter" para fazer a avaliagao. Como relatado em
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Geoffrion {36} o sistema e apropriado a solugao de problemas de no maximo
° = - -~ .
4LO variaveis zero-um. Capflo guarda quase as mesmas caracteristicas.

Sao raras as publicagoes que trazem experiencia computacional com esses
tipos de sistemas. Tentando mostrar a aplicabilidade do sistema Ophelie Mixed,
Elson {26} relata que levou em torno dé 8 minutos para resolver um problema
com 15 fabricas, 3 produtos, 45 armazens e 50 pontos de consumo.

Decomposicao é um outro enfoque divisado para resolver problemas mistos
de programacao matematica. A ideia intuitiva da decomposigao e dividir um
problema em varios outros menores e de mais simples solucao. Como decorren
cia obvia, os metodos de decomposigao se mostraram adequados aos problemas
grandes, de muitas variaveis e porisso passaram a pertencer ao ferramental
de solucao dos sistemas de grande norte. No caso dos PLA o enfoque de decom
posigao se aplica procurando separar a parte inteira da parte real e resol
ve-las em separado, com & supervisio de um esquema coordenador. O algoritmo
de decomposicdo de Benders {8} procura realizar isso. Ele nao foi muito uti
lizado de inicio, para problemas de localizacao,mas quando os problemas pfg
ticos comegaram a exigir modelos de grandes dimensoes, de muitos produtos e
boa flexibilidade, ela ganhou importancia.

0 _algoritmo "linear" de Benders foi desenvolvido para problemas de pro
gramacao mista onde o PLA e um caso particular, mas ele se aplica a proble
mas de forma geral

minimizar cx + f£(y)
sujeito a Ax + F(y) »b , x>0 ye¥

onde as variaveis y sao "complicantes', no sentido que quando fixadas tempo
rariamente num valor, o problema resultante e um programa linear. Dai o sen
tido de chamar algoritmo de Benders "linear". No caso do PLA, y sao as VE
riaveis zero—um.

Balinsky {3} foi o primeiro a usar a decomposicao de Benders num PLA
com capacidade ilimitada dos armazens, mas foi o trabalho de Geoffrione Gra
ves {39} que consolidou-a como um poderoso metodo para solucao dos PLA,prin
cipalmente no caso de varios produtos. Eles relatam extensa experiencia com
putacional no projeto de uma rede de distribuicao de alimentos com 14 fébrz
cas, 17 produtos diferentes, 45 locais possiveis de instalacao de centros de
distribuicdo, e 121 zonas consumidoras. Em media, a solugao do problema le
vou em torno de 1 minuto de CPU (IBM 360/91). Num trabalho posterior, Geof
frion et al. {37} ampliam o modelo anteriormente usado permitindo maior sE
fistigagao do problema tratado e usando basicamente 0 mesmo enfoque da decom
posicao de Benders. Eles relatam que para problemas com 100 produtos, 100
centros de distribuicao e 400 zonas de demanda, um computador de grande por
te nao leva mais que 15 minutos de CPU, com criterios de tolerancia em tor
no de 17.

5. OUTROS PROBLEMAS DE LOCALIZAGAO
5.1 - PROBLEMA DE LOCALIZAGAO ESTOCASTICO

0 problema de localizagao estocastico (PLE) & uma extensao natural dos
PLA e ele aparece quando o conhecimento sobre algum parametro nao e comple
to. Supondo porem que tais incertezas seguem uma lei conhecida(distribuigao
de probabilidades), a resolucao do problema deve apelar para o campo da pro
gramacao estocastica. A ideia fundamental & formular um problema equivalen
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te deterministico e a partir dal olhar o PLE como um simples problema de lo
calizagao. Como acontece geralmente, a inclusio de consideragoes estocasti
cas dificultam a solugao dos problemas, e no caso considerado, o equivaleg
te obtido cai no campo da programagao mista nao-linear. :

O PLE pode ser descrito como saber definir locais otimos para a insta
lagao de "facilidades" (fabricas, armazens, edificios, etc) dentre um conjun
to finito de locais condidatos, de modo a satisfazer as demandas aleatorias
de um conjunto de pontos consumidores procurando minimizar os custos de ins

*

talagao(e produgao) e de transporte envolvidos.

Alguns trabalhos ja foram publicados tendo o PLE como objetivo.Leblanc
{61} apresenta um metodo heurIstico de resolucao do PLE dentro de uma formu
lagao classica considerando as demandas aleatorias. O Gtimo do problema nao
e garantido nesse caso e a eficacia da heuristica proposta nao e possivel
de ser avaliada devida a carencia de aplicacoes praticas,principalmente con
siderando problemas de grande porte. Usando o enfoque de separacao e avalia
950, Balachandran e Jain {2} formularam um PLE mais geral, considerando as
demandas aleatorias e funcoes de custo descontinuas. O algoritmo proposto
generaliza, para o caso estocastico, uma tacnica de parametrizagao para pro
blemas lineares ("operator theory"), mas nao traz experiencia computacional
que valide o procedimento iterativo.

O PLE e tratado de maneira Gtima em Franca {30} atraves da decomposicao
de Benders generalizada. O esquema de decomposigcao usado & semelhante ao de
Benders linear, onde sao separadas as partes inteiras e real do problema de
localizagao. No caso estocastico, a parte real e um sub-problema nao-linear
de transportes. Experiencias computacionais em diversos exemplos confirma
ram a eficiencia do esquema de decomposigao para o caso estocastico, ja ob
servado no caso deterministico. B

Vale ainda ressaltar o trabalho de Jucker e Carlson {52},mas cuja for
mulacao nao usual, com consideragoes multi-criterio, nao permite enquadra-
-lo aqui.

5.2 - MODELOS COM CENTROS INTERMEDIARIOS (2 ESTAGIOS) E VARIOS PRODUTOS

Ate agora todos os modelos de PLA estudados eram de um Unico estagio(fa
brica-consumidor ou armazém—consumidor) e um unico produto. Porem, sistemas
de distribuicao mais complexos frequentemente tem necessidade de considerar
dois estagios na distribuigd@o e tambem trabalham com diferentes produtos.Es
ses modelos mais elaborados, geralmente nao podem ser resolvidos pelos algo
ritmos simples relatados anteriormente. Ao nivel das tecnicas, as que encoE
tram mais sucesso nestes casos sao a programagao mista e decomposigao.

Uma possivel formulagao de um problema de dois estagios e um dnico pro

-

duto e

minimizar z z Coso X, * z z Cop Xop + I k. z.
iel jeg MM 575 kex k3 jeg 33
sujeito a X x.. £.8, ; iel ={1,2,...,m}
. 1] i
jeJ
) X = h) X, , jeJ = {1,2, ,n}
i1el J ke K 1k
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D < I x,. <D , kek-={1,2,...,p}
% . jk k
j€J
X X, 0 iel eJ , kek
1_], Jk/ s s ] s
y. = 0,1 , je€J
]
onde X, = fluxo do produto entre fabrica i e armazem ]
Xjk = fluxo do produto entre armazem j e ponto de consumo k
2 = ] se o armazem j esta aberto ; 0 caso contrario
c.. =c¢', + T, +V, = custo unitario para transferir o produto de 1 pa
ij ij i ‘ . —
_ ra ] .
Cij = custo unitario de transporte de i para j
T, = custo variavel unitario de produgao da fabrica i
V. = custo variavel unitario por usar o armazem j

= c;k + Rk = custo unitario para transferir o produto de j para k
= custo unitario de transporte entre jek
= custo variavel unitario por usar o ponto de consumo k

= custo fixo de operagao do armazem ]

= limitante inferior da quantidade demandada em k
= capacidade do armazem j

J
jk

1
jk
Rk
k

J 3 -
S.l = quantidade de produto fabricado em 1
Dy
CJ
D? = limitante superior da quantidade demandada em k

Marks {68} aplicou um procedimento de separacao e avaliagao convencio

nal para o modelo acima, onde a funcao objetivo com custo fixo(fixed charge)
= substituida por uma fungao substimadora linear. A partir dai o esquema con

vencional de separacao e avaliagao e aplicado, com a avaliagao sendo feita
pela resolugao de um problema de transbordo pelo metodo "out-of-kilter".

Betendendo os modelos de dois estagios para varios produtos, encontram
—se os artigos de Elson {26} e Geoffrion o Graves {39}. O primeiro conside
ra um modelo parecido com O descrito acima, mas incorpora alemde varios pr§.
dutos, a possibilidade de construir-se novos armazens Ou aumentar a capaci
dade dos ja construidos. Ele usa o pacote MIP da CDC, o Ophelie Mixed, e re
lata tempos aceitaveis na solucao de problemas de porte medio. O modelo usa

-~ . - 3 ° ~ - - A m"' . . = o - o -
do por Geoffriom e diferente € langa mao de variavels de indices quadruplos.
0 modelo e

minimizar z ikl ikl T z [fk 2 ¥ Vk'fﬁ Dil'ykl]

x¥203y,2=0,1 ijkl k
sujeito a L X.. < bij »  para todo 13
Kl ijkl
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Z Xijkl = Dil'ykl s para todo ikl,

(D
z Vi1 = 1 > para todo k,
k
Yk zk* < fi Dil.ykl < V? zk » para todo k ,

€ restrigoes adicionais lineares sobre y e/ou z, onde
i = Indice de produto
j = indice de fabricas

k = indice de possivel centro de distribuicao (armazem)

1"= indice de zona de consumo
5 = capacidade de producao do produto i na fabrica j
i
D,l = demanda pelo produto i na zona de consumo 1
i
Yk’ v minima e maxima capacidade do centro do local k
£, = custo fixo de operagao e/ou construgao do centro k
Vi = custo variavel unitario de operagao do centro k
C,ix] -~ Custo unitario medio de produzir e transportar o produto i, da
1] fabrica j,atravées do centro k, ate a zona de consumo 1
X,.k1 = fluxo do produto i, da fabrica j, atraves.do centro k, ate a zo
1 na de consumo 1
Y1 T %ero-um que sera 1 se o centro de distribuicao k servir a zona

de consumo 1, e 0 caso contrario.
z, = variavel zero-um que sera 1l se um centro de distribuigao for co
locado em k e 0 caso contrario .

As possiveis restrigoes adicionais sobre z e y dao flexibilidade ao m
delo no sentido de incorporarem, por exemplo, numero maximo ou minimo de cen
tros funcionando, especificagao de qual subconjunto de centros que devem per
manecer aberto ou fechados, restrigoes adicionais de capacidade conjunta de

varios centros que lidam com mesmo produto, etc,

0 enfoque de decomposicao de Benders aplicado por Geoffrione Graves ao
problema acima separa a sua resolucao em duas partes, uma resolvendo um pro
blema so em variaveis zero-um e outra resolvendo uma serie de problemas sim
ples de transporte, um para cada produto i. Como ja dito na segao anterior,
a aplicagao de decomposigao em problemas de grandes dimensoes foi bem suce
dida, com esforgos computacionais bastante aceitaveis. Alem disso, uma van
tagem desse enfoque e permitir um modelamento bastante complexo*, alem de
permitir, devido ao metodo de decomposicgao empregado, interpretacoes econo
micas que enriquecem a analise da solugao do problema {64},{65). B

5.3 - PROBLEMA DE LOCALIZAGAO DINAMICO

Nos problemas ate agora estudados, as decisoes de localizaco eram fei

* em {37} & descrito um outro modelo mais complexo que o anterior,
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tas procurando satisfazer uma demanda agregada de produto, por exemplo,a de
manda anual. Porem, quando a demanda (ou produgao)é altamente sazonal, o er
ro que se comete com a agregagao pode ser grande. Nestes casos, as melhores
decisoes de localizacao devem variar ao longo do tempo, se alterando de ma

neira otima para acompanhar as variagoes ocorridas na demanda e/ou produgao.

Classicamente, o artificio matematico que extende os problemas de dis
tribuigcao para o caso dinamico consiste em repetir o numero de fontes e des
tinos tantos quantos oS periodos de tempos considerados relevantes.Os arcos
de transporte so devem ligar uma fonte aos destinos situados depois no tempo.
No caso geral, do PLA, esse artificio aumenta consideravelmente as dimensoes
do problema, podendo comprometer sua solucao. Sweney e Thatan {89} desenvol
veram, porem, um algoritmo dinamico para o PLA com centros intermediarios
(demanda sazonal ), que evita a maneira classica apresentada. Basicamente ,
eles calculam para cada instante de tempo uma série de configuragoes de lo
calizacao com valores crescentes de custo. Como ¢ imputado um custo para se
mudar o estado de um armazem (fechar-abrir ou abrir-fechar),eles provam que
h3 uma trajetoria otima de configuragoes no tempo. A configuracao otima e
as sub-otimas de um instante de tempo sao calculadas pelo algeritmo de de
composigao de Benders e a trajetoria posterior calcula-se aplicando progré
magao dinamica.

Qutro trabalho que apresenta uma solugao do PLA para o caso dinamico e
o de Warszawski {92}. Ele sugere tres algoritmos diferentes e aplica-os ao
caso de localizar usinas produtoras de concreto numa obra civil.

5.4 - EXTENSAO PARA FUNCOES CUSTO NAO-LINEARES

Até agora so foram consideradas fungoes custo onde os custos de trans
porte e/ou de producao aumentam linearmente com a quantidade transportadg
ou produzida, como mostra a Fig. 2. Em muitos casos reais estas suposigoes
tornam o modelo pouco adequado ao problema que se deseja resoclver; por exem
plo, quando se consideram que o aumento no tamanho de uma unidade produtorg
ou da capacidade de um armazem proporcionam economias de escala. De modo ge
ral os custos unitarios de producao tendem a diminuir a2 medida que aumenta
o nivel da atividade economica, como mostra a Fig. 3.

wi{ “4
5 /_-
X, i :
1
Fig. 2 m o Fig. 3 LA
T custo de produgao da unidade i
m. - volume produzido na unidade 1

- custo fixo da unidade i

Por outro lado, em relacao aos custos de transporte tambem podemocorrer cus
tos marginais decrescentes para malores quantidades transportadas. Analoga
mente entao, pode—se admitir custos de transporte lineares (Fig. 4) ou con

cavos (Fig. 5).
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T.. = custo de transporte entre i e j
1]
x.. = fluxo entre i e j
1]

Genericamente a fungao objetiva de um problema de localizagao pode ser
escrita como !

minimizar z ﬂi(m.) + I ) T..(x..)
iel Todier jeg Y013

{1,2,...,m}

J=A{1,2,...,n}

Os trabalhos de Efroymson e Ray {19}, Spielberg {88}, Khumawala {55} s
Davis.e Ray {15}, Ellwein {21}, Gray {42} , Akinc e Khumawala {1} e Marks

{68}, entre outros, assumem que T..(x..) e linear e T.(m.) da forma abaixo
("fixed charge'"). 1] 1] i1

0 sem. =0
i

=/
;@)

( k. + A.m: se m. > 0
1 11 1

Porem, varios dos autores acima sugerem modificagoes emseus algoritmos
de separagao e avaliacao de modo a comportarem fungoes custo lineares por
partes. Entretanto, ha trabalhos que desenvolvem dispositivos especificos
para tratarem fungoes que nao sejam lineares. Dentro desta otica pode-se ci
tar o trabalho de Klein e Klimpel {56} que supoem os custos de producao da
forma da Fig.6 e sugerem um algoritmo de programacao nao-linear baseado no
metodo de Rosen. Num estudo para localizagao de departamentos hospitalares,
Elshafei {23} tambem considera custos do tipo da Fig.6 e aplicaummetodo de
partigao para chegar a solugao do problema. Marks e Liebman {69} consideram

custos da forma da Fig.7 para problemas de localizacao com centros interme
diarios.
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0 artigo de Rech e Barton {79} pode somente que as fungoes m; e Tij se
jam lineares por parte, nao exigindo continuidade e utiliza envelopes conve
xos lineares por partes para subestimar as fungoes Dai, resolvemuma sequen
cia finita de problemas de fluxo de custo minimo.pelo algoritmo "out-of-kil
ter" com a qual chegam a solugao do problema original.

Sa {82} desenvolveu um algoritmo de separagao e avaliacao que permite

que os custos de producao sejam concavos e contlnuos, como mostra a Fig. 3,

sendo os custos de transporte lineares. Sua experlen01a computacional rela

ta que o metodo se aplica ate com 25 origens (varlavels inteiras), com apro

ximadamente 15 minutos de CPU para achar a solugao otima. O trabalho de So°
1and {86} admite que os custos de transporte e/ou produgao sejam 1gualmente
concavos e seu algoritmo tambem de separagao e avallagao caminha para a so
1u§ao otima resolvendo uma serie de problemas de transporte comuns obtidos

atraves de subestlmagoes lineares de T; e T;;. Supondo como Sa, custos con
cavos para producao e lineares para transporte, Feldman, Lehrer e Ray {28}

desenvolveram uma heuristica para achar boas solugoes
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